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SOBRE ELS FONAMENTS DE LA
FISICA-MATEMATICA D'EULER (' )
per
ALBERT DOU I MASDEXEXAS
Professor de la Seccio de Matematiques , Facultat de Ciencies,
Universitat Autonoma de Barcelona
En primer lloc, vull agrair a la Societat Catalana de Ciencies
Fisiques, Quimiques i Matematiques, i en particular a la Seccio de
Matematiques, que m'hagin ofert de participar en aquest cicle de
Conferencies en commemoracio del segon centenari de la mort de
LEONHARD EULER.
El tema dels fonaments en la tasca cientifica d'EULER es espe-
cialment interessant, perque EULER (1707-1783) cobreix gairebe tot
el segle XVIII, durant el qual tant el problema del rigor en la mate-
matica, com l'aclariment dels conceptes primaris de la fisica resul-
ten particularment intricats i estan continuament a 1'ordre del dia.
En aquest segle els fisics i els matematics son la mateixa gent; Eu-
LER, podriem dir, es fisic per la necessitat que imposa el seu temps,
malgrat que tingui moiltissimes i importants contribucions a la ma-
tematica fonamental i que per caracter i aficio sigui un matematic
nat.
El XVII es el segle de la matematica fisica, no sols pels proble-
mes tractats i resolts, sing molt mes per raons metodologiques i
epistemologiques. Per aixo to sentit tractar ensems els fonaments
de la matematica i els de la fisica. M'ocupare en una primera part de
la fonamentacio de la matematica, i despres en una segona part
Aquest text correspon aproximadament al de la conferencia donada durant el Ci-
cle que recull aquest volum. Entretant la part 1.2 fou reelaborada i ha estat publi-
cada en castella a la contestacio de l'autor al discurs d'entrada a I'Academia de
Ciencies de Madrid del professor Miguel de Guzman (mare de 1983).
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breument d'alguns principis que fonamenten la fisica i de les rela-
cions d'aquesta amb les matematiques.
1. La contribucio d'EULER a les matematiques es immensa i de
primerissima qualitat; es, sens dubte, el matematic mes important
del segle XVIII. EULER, que no rebutja pas el tema dels fonaments
de la matematica, conseguentment es veu abocat manta vegada a
tractar-lo. Si exceptuem la teoria de les paral-leles que porta al des-
cobriment de les geometries no euclidianes i a la profunditzacio
dels fonaments de la geometria, de la qual EULER no s'ocupa, a pe-
nes trobarem cap altra g6esti6 o polemica del segle XVIII que to-
qui els fonaments de la matematica i de la qual Eui.ER no s'hagi ocu-
pat. No podia esser d'altra manera, si considerem que Euler escrivi
tematiques: Introductio in Analysin Infinitorum (1748), Institutio-
nes Calculi Differentialis, (1755), Institutiones Calculi Integralis
(1770), Methodus Inveniendi Lineas Curvas (1744), i Vollstandige
Anleitung zur Algebra (1770), a part de diverses monografies dedi-
cades a questions particulars.
1. 1. Ja en el segle XVII els matematics havien abandonat el
metode axiomatic dels grecs i els fonaments consistien en un con-
junt de principis, mes o menys explicits, dels quals fluIen les de-
mostracions i els teoremes. Naturalment, hom assumia tots els
principis i teoremes dels Elements d'EUcI lrws; i tambe la validesa
de la intuicio geometrica, en particular de la continuitat de la recta i
de certes linies corbes. Em sembla que la manta de rigor, tan clara i
caracteristica de la matematica del segle XVIII, es deu a la impreci-
sio d'alguns conceptes, com el de nombre i el de funcio. Tambe a
l'aplicacio de metodes deficients, per exemple en el calcul amb infi-
nitesimals i amb series. I tambe a principis epistemologics insufi-
cients, j a que d'una banda hom no dubta de la possibilitat d'una ve-
ritat i certesa absoluta de les matematiques, mentre que d'altra Ban-
da aquestes veritat i certesa es fonamenten en la consistencia de la
realitat fisica, o sigui que en ultima instancia deriven de la fisica; es
a dir, que la independencia de les matematiques respecte a la fisica
no ha estat assolida encara, sing que durant tot el XVIII esta en ges-
tacio.
Nomes hem de llegir les primeres pagines del Vollstandige
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Anleitung zur Algebra (1770), per exemple la "demostracio" que
(- 1) - (- 1) = + 1, per veure ara quantes cores se 11 escaparen a Eu-
LER. Pero, d'altra part, citem nomes l'aclariment de la funcio loga-
ritme prolongada als nombres negatius (Cf. EULER:De la contro-
verse entre Mrs. Leibniz et Bernoulli sur les logaritmes negatifs et
imaginaires (1751) i 1'obtenci6 de la formula
e" +=0,
on endemes les tres Metres com a simbols dels tres nombres que sig-
nifiquen son introduides per EULER , per comprendre la importan-
cia de la contribucio d'EULER en el camp de la Teoria de Funcions.
Quelcom de similar es pot dir del calcul de series i d'infinitesi-
mals. Aixi , EULER, pensant en la definicio de derivada , escriu: Hom
comprendra millor la doctrina de 1'infinit si exposem que es 1'infi-
nitament petit dels matematics. No hi ha dubte que qualsevol
quantitat pot esvanir - se tant que desaparegui totalment i acabi no
essent res. Pero una quantitat infinitament petita no es altra cosa
que una quantitat que s'esvaneix i per tant veritablement sera igual
a zero. Ho confirma tambe aquella definicio dels infinitament pe-
tits segons la qual son menors que qualsevol quantitat assignable;
puix que si la quantitat fos tan petita que fos menor que qualsevol
quantitat assignable , aleshores certament no podria esser que no
fos res; )a que si no fos igual a zero, se li podria assignar una quanti-
tat que li fos igual , cosa que seria contra la hipotesi . Al que pregun-
ta, doncs, que es una quantitat infinitament petita en matematri-
ques, responern que aquesta es realment igual a zero ["revera =
0"]; ni tampoc estan latents en aquesta idea tants misteris com els
que vulgarment hom pensa ... ( EULER , Institutiones Calculi Diffe-
rentialis , 1775, n . 83, pp 77- 78). Segons els criteris de rigor dels
grecs o dels actuals, les paraules citades, be que representen un
progres respecte a les emprades el 1748 (Introductio in Analysin
Infinitorum , cap. VII, n. 114, p . 85), o que constitueixen proba-
blement la definicio al•ludida , deixen forca a desitjar : els "infinita-
ment petits " no son nombres , sing variables o altres entitats que
EULER no explicita. Pero, d'altra banda , EULER els maneja correcta-
ment , i adhuc en el Prefaci de l'obra citada ( 1755) en dona una ex-
[367]
14 ALBERT DOU 1 MASDEXEXAS
plicacio mes satisfactoria en la qual empra la paraula "limit"; i en-
cara mes tard , el 1765, en dona una nova definicio molt correcta i
introdueix unes notacions que han perdurat fins als nostres dies
(Cf. De usufunctionum discontinuarum in Analysi, Opera Onmia
( 1), 23, nn . 10 i 11, pp . 80-81).
1.2. Coma tema central i adhuc quasi exclusiu d'aquesta con-
ferencia em proposo analitzar la contribucio d'EULER al desenvolu-
pament del concepte de funcio. Despres de les corbes algebriques
introduides per DESCARTES, sorgeixen les funcions elementals i el
logaritme , l'exponencial , les funcions trigonometriques , la cate-
naria, etc . Llurs propietats son estudiades durant el segle XVII
mitjancant Ilur desenvolupament en serie i gravies al calcul infinite-
simal. NEWTON introdueix el terme "fluents ", LEEBrnz , el de "fun-
c16", i EULER es el primer que empra la notacio y = F : x i mes tard y
= F (x).
En la celebre Introductio in Analysin infinitorum ( 1748) Eu-
LER encapcala el primer capitol del primer llibre amb el titol "De
functionibus in genere". En el numero 4 defineix : " 4. Functio
quantitatis variabilis est expressio analytica quomodocunque com-
posita ex illa quantitate variabili , et numeris seu quantitatibus
constantibus " (Una funcio d'una quantitat variable es una expres-
sio analitica composta de manera arbitraria d'aquella quantitat va-
riable i de nombres o sigui de quantitats constants).
A continuacio especifica que allo que diferencia unes funcions
d'altres depen de com es mesclen les operacions que componen
1'expressi6 analitica . Aquestes operacions poden esser algebriques,
com sumar i restar , multipp licar i dividir , 1'elevacio a potencies i
1'extraccio d'arrels, on tambe cal incloure la resolucio d'equacions;
i tambe poden esser transcendents , corn les exponencials , les loga-
ritmiques i altres, innombrables , que proporciona el calcul inte-
gral.
Aquestes definicions , com moltes altres que dona en aquest
capitol , son probablement el resultat d'una elaboracio acurada i el
mes precisa possible del que EULER ha rebut i considera vigent en el
seu temps , i l'origen se'n remunta probablement a LEEBNEZ.
En el capitol 4, EULER s'ocupa del desenvolupament de les fun-
cions en series infinites de potencies de la variable independent, i
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d'aquesta manera unifica el tractament de les funcions algebriques i
transcendents. En concret, afirma que qualsevol funcio de z pot
desenvolupar-se en serie infinita
Aza + Bza + Czy + Dzs + ...,
on els exponents a, P, y, S, ... poden esser nombres qualsevols.
1.2.1. En el que resta d'aquesta primera part m'ocupare ex-
clusivament de la dissertacio d'EULER titulada De usufunctionum
discontinuarum in Analysi Sobre l'us de les funcions discontinues
en 1'Analisi), publicada en Novi Commentarii Academiae Scientia-
rum Petropolitanae 11 (1765), pp. 67-102, amb un resum a les pp.
5-7 (Opera Omnia, (1), 23, pp. 74-91, que es el text que citare).
Aquest escrit d'EULER es l'obra d'un matematic madur, esta
acuradament redactat i conte una tesi ben definida i ben defensada:
en 1'analisi hom ha d'admetre les funcions discontinues, que son
una generalitzacio de les continues, uniques admeses fins alesho-
res. EULER tingue la dissertacio l'any 1765, o sigui dotze anys des-
pres del moment algid de la polemica sobre 1'equacio d'ones entre
D'ALEMBERT, EULER 1 DANIEL BERNOULLI; de fet EULER es refereix a la
sentencia expressada per D'ALEMBERT "poc despres" (Cf. 1.2.2.)
que EULER hagues publicat la seva solucio el 1748 i el 1753. La tesi
d'EULER en aquesta dissertacio sembla que s'origina precisament a
proposit de la controversia sobre 1'equacio d'ones, i hi esta estreta-
ment vinculada.
La dissertacio d'EULER es pot dividir en sis seccions, que passo
a resumir.
En la primera (nn. 1-3) defineix molt succintament les fun-
cions que ja havia definit prolixament en la Introductio in Anal.,
com hem vist; pero ara les anomena funcions continues, i en la ter-
minologia actual sembla que totes elles serien funcions analitiques
(n. 1). Despres explica en que consisteix la continuitat (n. 2). Des-
pres defineix les funcions discontinues (n. 3).
Heus aqui alguns textos:
1. Allo que en l'Analisi hom sol tractar sobre les funcions, o
sigui quantitats determinades per una variable, es restringeix a
aquelles funcions que en diem continues i la formacio de les quals
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es regeix per una llei determinada. Aixo s'il-lustra molt be mitjan-
cant la teoria de les linies corbes, on les ordenades en tant que son
determinades per les abscisses, es comportem com funcions, de
manera que 1'indole de totes les funcions pot representar-se aptissi-
mament mitjancant limes corbes. (...) Tambe, reciprocament, do-
nada una linia corba qualsevol, les seves ordenades representen de-
terminades funcions, la natura de les quals es continguda en la ma-
teixa natura de la lima corba...
"2. Ara be, es ben sabut que la Geometria superior hom no sol
considerar altres corbes que aquelles la natura de les quals es defini-
da per una determinada relacio entre les coordenades, expressada
per alguna equacio, de manera que tots els seus punts es determi-
nen per una mateixa equacio com a llei. Com que es creu que
aquesta llei conte en ella el principi de continuitat, puix per ella to-
tes les parts de la corba estan lligades entre si per un vincle estretis-
sim de manera que en elles salvant el nexe de continuitat no pot do-
nar-se cap mutacio, per aquesta rao aquestes linies corbes es diuen
continues; i no importa que 1'equaci6 que conte la seva natura sigui
algebrica o transcendent, coneguda o adhuc desconeguda, pero
talment que entenguem que hi ha una equacio que expressa la natu-
ra de tals linies corbes. Aqui no compta la continuitat del trac al
llarg del qual les rames de la corba es prolonguen; aixi les dues ra-
mes conjugades d'una hiperbola constitueixen una linia corba con-
tinua igual que una parabola o ellipse, malgrat que les dues rames
estiguin completament separades. Precisament la causa per que
hom atribueix continuitat a les dues rames de la hiperbola es que
ambdues estan contingudes en una mateixa equacio, a partir de la
qual es poden construir".
Aquesta nocio de continuitat, que suposo que es remunta a
LEIBN!Z, es vaga i to un caracter global, i ara ens es estranya; aquest
caracter global s'assembla al que tenen les actuals funcions analiti-
ques.
"3. Un cop establert el criteri de continuitat es obvi quina cosa
es una funcio discontinua o mancant de llei de cointinuitat. Aixi,
aquelles limes corbes que no son determinades per cap equacio,
com les que solen dibuixar amb un trac lliure de la ma, procuren
tals funcions discontinues, ja que en aquestes hom no pot definir
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mitjancant cap llei els valors de les ordenades pels de les abscisses.
Tals linies corbes, en tant que contradiuen el superior genere de
continuitat definit per llei, s'anomenen vulgarment mecaniques,
pero mes propiament discontinues, o sigui manquen de llei de con-
tinuitat, i aixo no perque les seves parts no estiguin lligades entre si,
sing perque no estan determinades per cap equacio. Aixi, uns tra-
cos qualsevol dibuixats lliurement amb ]a ma sobre un paper, enca-
ra que prossegueixin amb continuitat, segons aquesta definicio han
d'esser considerate discontinus, ja que certament mai no correra
que tals tracos estiguin continguts en una determinada equacio.
Tambe es convenient incloure aqui les limes que hom anomena
vulgarment mixtes, [obtingudes] quan s'uneixen parts preses de di-
ferents linies corbes o tambe quan s'uneixen d'una altra manera les
diverses parts d'una mateixa linia. Aixi, per exemple, el perimetre
de un poligon... ".
1.2.2. Fins aqui, en els tres primers numeros, EULER ha defi-
nit funcio continua, continuitat i funcio discontinua. En la segona
seccio (nn. 4-6) dona la rao per la qual D'ALEMBERT rebutja les fun-
cioins discontinues, que es tambe la rao per la qua] rebutja la solu-
cio general de l'equacio d'ones donada per EULER mitjancant les
dues funcions arbitraries que determiner la posicio i la velocitat
inicial (4.). Naturalment, aquesta discrepancia planteja una g6es-
ti6 gravissima sobre el contingut de l'Analisi i EULER enuncia la
seva solucio amb les raons dels nn. 5 i 6.
"4. Ara be, es manifest que tals linies i funcions discontinues
no troben lloc en l'Analisi, puix tota aquesta especulacio s'ocupa
d'investigar les propietats de les corbes que es consideren, la qual
ocupacio no pot assumir-se si hom no suposa que la natura
d'aquestes linies es determina per alguna llei o equacio. D'aqui que
la major part dell geometres, tenint en compte aquesta rao, no ha-
gin dubtat de proscriure enterament, tant de la Geometria com de
tota l'Analisi, totes les linies i funcions discontinues, i de col•locar
aquestes entre els objectes aliens a l'Analisi. No hi ha dubte que el
Celeb. [errim] D'ALEMBERT ha defensat obertament aquesta sen-
tencia, quan Jo havia determinat el moviment de les cordes vibrants
de manera tan general que la solucio s'adaptava a tots els movi-
ments [velocitats] i figures [posicio] que haguessin estat impresos a
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la corda en el moment inicial. Car, poc despres, aquest barn ex-
cel-lentissim m'objecta que no podia definir cap moviment si la fi-
gura impresa a la corda en el moment inicial no era continua i con-
tinguda en una llei determinada, i que si al contrari, succeia que la
figura de la corda fos inicialment discontinua, flavors la determina-
cio del moviment que havia de seguir-se de cap manera no pertan-
yia a 1'Analisi, i per tant era illicit voler investigar-la. A tal objeccio
es cert que vaig respondre suficientment, i fa poc el Cel. [eberrim]
LAGRANGE en les Actes Taurinicenses ha propugnat tan s6lidament
la meva solucio, que ja a ningu no li'n pot quedar dubte".
L'objeccio de D'ALFMBERT recorda la que horn posy a la defi-
nicio de funcio donada per DIRICHLET el 1829. Aquest defini que
una funcio era una variable (dependent) que depenia d'una altra va-
riable (independent), i que la dependencia podia fixar-se d'una ma-
nera totalment arbitraria. Horn objecta que tal definicio era inutil,
puix que suposant tal arbitrarietat no podria dir-se res de les fun-
cions. L'actitud de D'ALEMBERT d'aferrarse a un concepte restringit
seria correcta si la introduccio d'un concepte mes general no que-
des compensada, es a dir, si la generalitzacio manques d'aplica-
cions o d'interes. Per aixo ara la tasca d'EuLERsera de mostrar que
amb aquest nou concepte mes general de funcio troba efectivament
aplicacions interessants.
EuLFR prossegueix.
"5. Aqui sorgeix, doncs, una questio molt important: ^com al
jutjar les funcions discontinues,..., i si horn els pot concedir un floc
en 1'Analisi, i quin? EUI.FR argiieix que en el problema de 1'equacio
d'ones certament to sentit introduir les funcions discontinues; i
que la solucio del problema pertany a I'Analisi i a la ciencia del mo-
viment, tant si sabem resoldre'l corn en el cas contrari. En tot cas el
problema sempre es digne de la nostra atencio; ni aqui fa al cas, fins
on arribi la nostra sagacitat, puix a penes hi haura algun Geometra
que no hagi treballat en problemes que superaven les seves forces".
Ben entes que EULER reconeix que el problema de 1'equaci6 d'ones
pertany a una part de I'Analisi que fins ara ha estat poc estudiada.
6. En ordre a resoldre aquest litigi observo que les funcions
discontinues no poden esser admeses ni en I'Algebra ni en aquella
part de I'Analisi que encara ara horn tracta principalment. Pero
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I'Analisi es molt mes extensa i hem de jutjar que inclou parts que,
no sols no exclouen les funcions discontinues, sing que fins a tal
punt per llur mateixa natura les exigeixen, que cap problema que
els pertanyi no es pot considerar degudament resolt si no s'intro-
dueixen en la seva solucio funcions completament arbitraries, i per
tant tambe les discontinues. Cert que aquestes parts de I'Analisi
encara ara son poc cultivades..."
En allo que resta de la seva dissertacio, EULER justificara 1'exis-
tencia de tals parts en I'Analisi i de com exigeixen en efecte un con-
cepte mes general de funcio.
1.2.3. EULER dedica una tercera Seccio de la dissertacio (nn.
7-9) a la divisio de l'Analisi. La divideix partint del concepte de
funcio i per tant en dues parts: la que s'ocupa de funcions d'una va-
riable independent i la que s'ocupa de funcions de dues o mes varia-
bles independents.
En una quarta Seccio (nn. 10-14) s'ocupa de la primera Part de
1'Analisi, o sigui de les funcions d'una variable independent, i en
primer hoc (nn. 10-12) extableix novament els fonaments del calcul
diferencial (Cf. al final de l'apartat 1.1.), "de manera que totes les
controversies, que en altre temps tingueren lloc sobre les diferen-
cials de tots els ordre i sobre llur natura, espontaniament desapa-
reixen". A continuacio (nn. 13-14) defineix el Calcul integral, que
inclou la resolucio d'equacions diferencials ordinaries, i posa de
manifest que la integracio completament satisfactoria d'una equa-
cio d'ordre n ha de contenir n constants arbitraries.
En la cinquena Seccio s'ocupa de la segona Part de I'Analisi
(nn. 15-19), o sigui de les funcions de dues o mes variables inde-
pendents. Mostra corn la fonamentacio dels conceptes de diferen-
cial i derivada parcial es redueixen al cas d'una variable indepen-
dent (nn. 15-16). A continuacio s'ocupa del Calcul Integral quan hi
ha derivades parcials. Diu que difereix notablement del Calcul In-
tegral en el cas d'una sola variable independent, i que aquesta Part
de I'Analisi ha estat encara poc estudiada, "fins a tal punt que a pe-
nes els seus primers elements ban estat suficientment desenvolu-
pats" (n. 17).
Heus aqui alguns textos d'EULER:
"18. El vigor i el quasi propi caracter d'aquest nou Calcul (In-
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tegral) ha estat fins ara molt poc considerat. Aixi corn el vigor del
Calcul integral corrent consisteix en el fet que en qualsevol integracio
s'introdueix una quantitat constant a 1'arbitri nostre; aixi en aques-
ta part que s'ocupa de les funcioins de dues variables, en cada inte-
gracio entra en el Calcul no sols una nova constant, sing una nova
funcio d'una variable, funcio completament indeterminada que de
tat manera esta at nostre arbitri, que en el seu lloc tambe les fun-
cions discontinues poden esser admeses. Per tant Nis de les fun-
cions discontinues, en aquest quasi nou genere de calcul, no sols no
es exclos, sing que hem de jutjar que pertany quasi essencialment a
la seva natura; i cap integracio en aquest calcul deu esser considera-
da completa i perfecta si en [la solucio de] l'equacio integral no s'in-
trodueix tat funcio absolutament arbitraria." "I quan es tracta de
funcions de tres variables, tota integracio introdueix en el Calcul
una funcio arbitraria de dues variables".
I aquestes afirmacions no son mera especulacio o pedanteria,
"sing que mes aviat tenen el seu maxim fonament en la natura de les
coses i son bellissimament coherents amb la concatenacio de les ve-
ritats" (n. 19).
EULER no deixa de repetir, tambe aqui, que "un eximi exemple
d'aixo es manifesta en el problema de les cordes vibrants".
1.2.4. Per si tot aixo no fos sufficient, EULER, en una sisena i
ultima Seccio (nn. 20 fins a l'ultim, 23), vol reforcar la seva tesi amb
la resolucio d'una equacio no lineal en derivades parcials de primer
ordre, "perque no en quedi cap dubte" (n. 20).
En efecte, en aquesta sisena Seccio EULER planteja i resol el
problema de trobar totes les superficies tals que les normals en tots
els seus punts siguin iguals a una quantitat donada A.
Sigui z = z (x, y) una solucio. Es obvi que una solucio molt
particular es una esfera de radi a i centre en un punt qualsevol del
pla de les variables x, y. Una altra solucio mes general es un cilindre
de revolucio de radi a i 1'eix del qual sigui una linia recta que estigui
continguda en el pla de les x, y. Pero la solucio mes general sera, diu
EULER, de manera intuitiva, aquella superficie que hom obtingui
tracant en el pla X, y "una corba qualsevol, sigui continua o discon-
tinua", (n. 20) i tat que les sever seccions per un pla ortogonal a la
corba siguin semicercles de radi a amb el centre en la mateixa corba.
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Despres d'aquesta introduccio intuitiva (n. 20), EULER plante-ja 1'equaci6 general de tals superficies, que es
z(1+p2+g2)v2=a,
i la resol matematicament amb un elegant metode, i aixi demostra
que la solucio matematica coincideix amb la que intuitivament ha-
via previst.
L'important aqui es el seguent: que suposar una corba arbi-
traria donada en el pla x, y es completament natural i absolutament
necessari per a donar una solucio general. EULER dona, endemes,
un metode geometric per a construir, partint de la corba donada, la
superficie solucio corresponent a aquesta corba donada, la qual
obviament pot esser tant continua corn discontinua.
En realitat, quasi es una repeticio del mateix argument ja do-
nat a proposit de 1'equaci6 d'ones. Aqui hi ha endemes una cons-
truccio geometrica de la solucio, i de tota manera reforca el seu ar-
gument general amb un altre exemple.
EULER fineix la' seva dissertacio repetint que les funcions dis-
continues en 1'Analisi superior "de tal manera s'ha de considerar
que pertanyen a 1'essencia del Calcul, que cap integracio no pot te-
nir-se per completa i acabada si al mateix temps no s'introdueix en
el calcul una funcio maximament indefinida, i per tant tambe les
discontinues" (23).
1.2.5. Termino amb unes consideracions que intenten resu-
mir i aclarir la contribucio d'EULER al concepte de funcio.
L'unica rao que dona explicitament EULER es que les funcions
discontinues son necessaries per a la resolucio completa de les
equacions en derivades parcials; i aporta corn a exemple la mateixa
equacio d'ones en litigi i 1'equaci6 de les superficies que tenen nor-
mal constant. Es notable que aquesta rao to en compte exclusiva-
ment l'existencia global de les funcions discontinues, i prescindeix
de 1'interes que podria oferir l'estudi de les mateixes funcions dis-
continues i de llurs propietats. L'interes d'EULER per les funcions
discontinues no radica en 1'interes d'elles per elles mateixes, sing
nomes en tant que son necessaries per a resoldre un altre problema.
Encara hi ha mes, car sembla que el mateix EULER, cedint a la critica
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de D'ALEMBERT, les exclou de l'Analisi de les funcions d'una sola
variable independent. La rao que to EULER per a aquesta exclusio es
clara: no to una definicio de continuitat de la qual pugui partir. En
efecte, en el n. 4, en un text que hem transcrit (Cf. 1.2.2.), diu: "la
qual ocupacio (investigar les propietats de les corbes) no pot assu-
mir-se si horn no suposa que la natura d'aquestes times es determi-
nada per alguna llei o equacio". Es a dir, la continuitat, o llei de
continuitat, es continguda en 1'equaci6 que defineix la funcio
"continua"; si no hi ha equacio, tampoc no hi ha manera de fer va-
ler la continuitat, ara en el sentit modern d'aquest terme. Una defi-
nicio independent de continuitat no sera donada fins el 1817 per B.
BoLZANo i el 1821 per L. A. CAUCHY.
Malgrat les nombroses objeccions de D'ALEMBERT (Cf. LA-
GRANGE: Oeuvres (1867), I, pp. 158-180 i 319-331 de 1760-61), la
rao d'Eut.ER d'admetre les funcions discontinues em sembla valida,
com ho confirma LAGRANGE en el text que acabem de citar. El re-
buig de les funcions discontinues per part de D'ALEMBERT no em
sembla justificat.
Actualment parlem de la classe C (D) de funcions continues
definides en D. Em sembla que CAUCHY es el primer a introduir la
classe C (D), on les paraules funcio i continuitat tenen el sentit mo-
dern. Es pot dir que EuLE.R sigui un precursor del concepte de C
(D)? Es obvi que EULER suposa que les seves funcions discontinues
son contiues en el sentit modern. Mes: en sembla que suposa taci-
tament que aquestes funcions discontinues tenen totes les deriva-
des continues que falta per tal que puguin esser considerades solu-
tions de les equations en derivades parcials; i en aquest sentit LA-
GRANGE contesta una objeccio de D'ALEMBERT. Malgrat aix6, em
sembla que, a EULER, se li escapa aquesta tematica de les classes C"
(D). Sembla que a EULER se li escapa que l'important per at concep-
te de funcio no es l'equacio que determina la correspondencia en-
tre les variable independent i dependent, sing la correspondencia
en si; i que aquesta queda establerta quan es traca una corba en el
pla, encara que no pugui expressar-se per una equacio o "expressio
analitica" en termes de certes limitades operations admeses.
Mereix d'esser observat finalment que aquesta generalitzacio
euleriana del concepte de funcio tingue molta importancia per at
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desenvolupament de 1'Analisi Matematica. Les noves funcions dis-
continues, definitivament confirmades per LAGRANGE, plantejaren
interessants i variats problemes nous de derivacio, integracio, de-
senvolupament en serie i d'altres.
2. En aquesta segona part exposare breument els fonaments
de la fisica i la relacio d'aquesta amb les matematiques, segons es
troben en els escrits d'EULER.
2.1.1. Podem distingir en EULER fonaments remots i proxims
de la fisica. Els primers tenen un marcat carcter filosofic. En bona
part son exposats per mateix EULER d'una manera forca completa i
sistematica a les Lettres a une princesse d'Allemagne (Cf. R. CALIN-
GER: Euler's "Letters to a Princess in Germany" As an Expression
of his Mature Scientific Outlook, Arch. Hist. of Ex. Sc. (1976) pp.
211-233). EULER fou un adversari declarat i bel-ligerant de la Mona-
dologia de LFIBNIZ, potser adhuc per raons religioses, puix no po-
dia acceptar l'extremos racionalisme de LEIBNIZ. En conjunt en
questions de filosofia natural estava mes prop de DESCARTES i NEw-
TON que no de LEIBNIZ; pero, tambe, manta vegada jutja criticament
i contradiu tant DESCARTES com NEWTON.
Endemes de l'obra citada, EULER es manifests sobre questions
filosofiques que guarden relacio amb la fisica en nombroses publi-
cacions. Menciono com a mostra les dues segiients: Enodatio
quaestionis: Ultrum materiae facultas cogitandi tribui posset nec
ne? Ex principiis mechanicis petita, i a continuacio Recherces Physi-
ques sur la Nature des moindres parties de la Matiere. (Opuscula,
pp. 277-300), que he pogut llegir en el text original (Biblioteca Na-
cional, Madrid). Aquestes contribucions, que pertanyen mes a la
filosofia i que no guarden una relacio necessaria amb el contingut
propi de la fisica, son d'interes secundari dins l'obra d'EULER. Pot-
ser perque ell mateix ni era ni es considerava un metafisic i preferia
la ciencia.
2.1.2. Dins la fisica, EULER s'ocupa especialment de ques-
tions de Mecanica Classica, en la construccio de la qual ningu no ha
contribuit tant com ell. S'ocupa tambe d'Astronomia i Optica;
d'Elasticitat, i es el primer d'escriure'n un text; d'Hidrodinamica i
les aplicacions a la Ciencia Naval; i encara d'algunes altres parts de
la fisica.
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Aqui em limitare (no hi ha temps per a mes ) a una enumeracio
dels primers principis i equacions que EULER per primera vegada
formula en el camp de la Mecanica Classica, i que constitueixen els
fonaments parcials de respectives teories desenvolupades ulterior-
ment.
a) Mencionem en primer floc les equacions de la Mecanica
d'un nombre finit de punts materials , actualment denominades
Equacions de NEWTON, pero la formulacio de les quals com a siste-
ma d'equacions diferencials es deguda a EULER, que les publica per
primera vegada el 1747 (Cf. Truesdell, 1975).
b) Posa els fonaments de la Mecanica del cos rigid i els desen-
rotlla profundament i extensa . Amb motiu d'aquest estudi desco-
breix f el principi del moment de la quantitat de moviment i mes
tard es el primer a formular-lo, el 1775 (Cf. TRUESDELL, 1975, be
que aquest principi to un precedent important en el teorema de la
constancia de la velocitat areolar dels planetes degut a KEPLER i
NEWTON.
c) Hom deu tambe a EULER la formulacio actual del principi de
D'ALEMBERT, que afirma l'equilibri de totes les forces aplicades a un
sistema de solids amb lligaments quan hom hi inclou les forces
d'inercia canviades de signe. Aquest principi ja havia estat formulat
d'una manera equivalent per D'ALEMBERT en son Traite de Dyna-
mique (1743 ), encara que en termes de moviments i de forma obs-
cura, i sense mencionar explicitam&it les "forces d'inercia".
d) EULER tambe es un important iniciador de la Teoria ,d'equa-
cions diferencials ordinaries , i encara mes de la Teoria d'equacions
en derivades parcials de primer ordre , i d'ordre superior. Ja hem
mencionat la seva contribucio de caracter fonamental a la resolucio
en forma general de l'equacio d'ones.
e) Si EULER no es el creador del Principi de la minima accio de
Maupertius, i consti que hi ha historiadors que creuen que si que
ho es, n'es certament un precursor important. Mitjancant una for-
ma d'aquest principi Euler escriu el primer tractat d'Elasticitat, so-
bre l'elastica de la biga, en el Aditamentum I al Methodus Inve-
niendi Lineas Curvas (1744); i en el Aditamentum II de la mateixa
obra de mostra l'equivalencia, en el cas de projectils , d'un metode
directe amb el de l'aplicacio d'un principi de minim. Per a EULER el
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metode directe es vinculat a les ca ses eficients, mentre que els
principis de minim ho estan a -- causes finals, la investigacio de les
quals no es cosa seva, sing que ho deixa als metafisics.
2.1.3. EULER era primariament un analista. Tenia una capaci-
tat extraordinaria per a adonar-se d'allo que era nou i fonamental
en els problemes que es presentaven; i sabia isolar-ho i sistematit-
zar-ho i exposar-ho d'una manera aparentment facil. Tot aixo gra-
cies al seu increible domini de les tecnices de 1'Analisi matematica.
D'aqui que fos capac de trobar els primers principis i les primeres
equacions de mantes teories actuals de la matematica i de la fisica.
2.2 El segle d'EULER ha estat qualificat com 1'epoca heroica
de les matematiques pels avancos immensos i profunds en moltes
arees, incloent-hi especialment la fisica-matematica, i tambe per la
manca de rigor o de por amb que s'han acomplert aquestes con-
questes.
Aquesta heroicitat depen en gran manera de les relacions que
en aqwuesta epoca es donen entre les matematiques i la fisica.
Sembla, en efecte, que la dependencia mutua de les matemati-
ques i la fisica mai ha estat tan estreta i multiple com en el segle
XVIII. Endemes, EULER tipifica molt exemplarment tota aquesta
tematica.
2.2.1. Comparant les matematiques del XVIII amb les del
periode grec, xoca de seguida la falta de rigor. Aquesta fallada es
propia tambe de les matematiques del XVII i no hi ha dubte que els
creadors del calcul infinitesimal, NEWTON i LEIBNIZ, aixi com EULER
i tots el grans matematics de 1'epoca, en son molt conscients. Ja
BERKELEY ho havia remarcat. En el segle XVIII hom arriba : tot a
diculitzar el rigor dels grecs. Les raons que els matematics donen
per a justificar aquesta manca de rigor son diverses (cf. per exemple
els nombrosos textos que cita M. KLINE: Mathematical Thought
from Ancient to Modern Times, 1972, especialment el cap. 26).
La realitat es que els problemes que es proposen i sorgeixen
resulten per ells mes interesants que no els que planteja la falta de
.rigor; que no hi ha temps per a ocupar-se de temes que semblen mi-
nuciositats, si no escrupols; i, sobretot, que l'exit estrepitos i man-
ta vegada sorprenent actua com a sufficient justificacio del calcul.
Especialment en EULER, l'exit meravellos del calcul, a pesar, per
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exemple, del despreocupat maneig de les series, exerceix un em-
bruix que supera tot dubte.
Aixi, a proposit de la manca de rigor en la justificacio de l'Al-
gebra dels nombres negatius, D'ALEMBERT, que n'es conscient, es-
criu: "Les regles algebriques d'operacions amb els nombres nega-
tius son generalment admeses per tothom i reconegudes com a
exactes, qualsevol que sigui la idea que nosaltres poguem tenir
d'aquestes quantitate" (Cf. M. KLINE, O.C. P. 157); el mateix autor
recomana als matematics joves que no es preocupin, que facin ma-
tematiques i que la fe ja els vindra.
L'operativitat sembla erigir-se en principi epistemologic amb
cert menyspreu o devaluacio de la logica. En podriem donar alguns
exemples, pero valgui com a mostra la insuficiencia, malgrat el
progres de les successives formulacions, de les quatre cites fetes en
1'apartat 1. 1. a proposit del concepte de derivada, i bastants para-
grafs, de l'apartat 1.2.
Es evident que 1'explicaci6 i la comprovacio empirica dels fe-
nomens de la Mecanica i de la Fisica en general, que els matematics
del XVIII acompleixen mitjancant l'Analisi matematica, to un pa-
per important en la justificacio i la confirmacio de 1'embruix que el
calcul exerceix. Per a DESCARTES 1'Algebra, que en el segle XVIII
correntment incloia tambe els calculs de l'Analisi, era encara no-
mes una tecnica al servei de la geometria, i en aquest sentit fou em-
prada pel creador de la Geometria analitica. En canvi, EULER man-
tes vegades afirma la superioritat de 1'Analisi sobre la Geometria,
en el sentit que ofereix tecniques i metodes mes potents per a resol-
dre problemes (cf. Introd. in Anal. Inf. (1748), p. XII, i De Usu
Funct. Disc. en Opera Omnia, (1), 23, pp. 80-81).
2.2.2. Comparant el segle XVIII amb els seguents en alto que
pertoca a les relacions entre matematiques i fisiques, el fet mes no-
table es la progresiva independitzacio de les matematiques respecte
a la fisica.
En primer floc es clar que els problemes de la fisica son una
important motivacio per al desenvolupament de les tecniques, dels
metodes i de les teories de les matematiques. Aquesta motivacio es
perenne i la trobem en els grecs i en els matematics actuals. Pero em
sembla que en el segle XVIII i concretament en EULER, i ja a partir
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de NEWTON, to un relleu especial. Els innombrables problemes fi-
sics que es plantegen son els que fan creixer 1'Analisi; nomes cal
pensar en el calcul diferencial, el calcul integral, les equacions dife-
rencials, tant ordinaries com en derivades parciales, el calcul de va-
riacions, etc.
Pero, des dels grecs fins al segle XVIII inclusivament la relacio
entre la fisica i les matematiques es molt mes estreta que no pas la
que existeix actualment, sobretot perque les matematiques nomes
es conceben verificades en la realitat, o sigui en la fisica. La geome-
tric dels grecs i evidentment la de DESCARTES, i la d'EULER, es una
geometria fisica, amb el mateix sentit que avui parlem de fisica-ma-
tematica. En termes logics actuals, les matematiques del XVIII te-
nen un model en la fisica, i consegiientment aquesta assegura la
consistencia de les matematiques.
Actualment distingim entre una geometria fisica i una geome-
tria matematica, la qual es desenrotlla independentment de la fisi-
ca. I tenim unes matematiques, que en diem pures, o, millor, fona-
mentals, que s'han independitzat totalment, des d'un punt de vista
logic, de la fisica. Aquest proces d'independitzacio s'acompleix
durant el segle XVIII i sobretot durant el segle XIX. Fou un proces
llarg i laborios i els factors mes importants que hi contribuiren fo-
ren la comprensio dels nombres negatius i imaginaris ("impossi-
bles" segons EULER), d'una manera especial el descobriment de les
geometries no euclidianes, la 1ntroducci6 dels espais n-dimensio-
nals, tambe molt especialment el desenvolupament de l'Analisi, i
els processor de progressiva abstraccio i generalitzacio. Quan a fi-
nals del XIX sorgeixen dins les matematiques, ja independitzades
de la fisica, les primeres paradoxes, queda plantejat el problema de
la consistencia de les matematiques.
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